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Аннотация

Цель: провести расчеты и  анализ напряжений и  усилий в  сечениях простейших статически не-
определимых стержней при циклическом изменении температуры. Методы: рассмотрено два типа 
стержней, образующих основную систему, принятую в  методе перемещений. Стержень первого 
типа имеет жесткую заделку на одном из концов и шарнирно-подвижную опору на другом. Полным 
аналогом такого элемента является стержень с  продольно-скользящей заделкой и  неподвижным 
шарниром на концах. Стержень второго типа имеет на концах жесткую заделку и продольно-сколь
зящую заделку. Названные типы стержней исследовались при отнулевом цикле изменения темпе-
ратуры. При этом, помимо напряжений, определялись также максимальные усилия — изгибающие 
моменты, чего не было в статически определимом стержне. Результаты: было установлено, что 
значения максимальных напряжений и  максимальных моментов стремятся к  стационарным зна-
чениям при увеличении времени цикла и  уменьшении высоты сечения стержня. Максимальные 
сжимающие напряжения при циклических тепловых воздействиях заметно превышают их вели-
чины при установившейся температуре и достигают 35 %. Практическая значимость: получен-
ные аппроксимирующие функции kσ(tc, h), kM(tc, h) для напряжений, моментов могут применяться 
для дальнейшего использования при расчете стержневых систем. Для большей точности можно 
воспользоваться полученными табличными значениями функции, kM и  линейной интерполяцией 
между этими значениями.
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Для простейших статически неопреде-
лимых стержней исследование напряжений 
и  усилий в  сечениях при циклическом из-
менении температуры производилось при 
тех же исходных данных, что и  для статиче-
ски определимого стержня. Были приняты те 
же характеристики температурных режимов 
и  физико-механические свойства материала, 
рассматривались такие же виды и  диапазоны 
изменения влияющих факторов [1, 2].

Разница заключалась в граничных услови-
ях на концах стержней. Рассмотрено два типа 
стержней, которые образуют основную систе-
му, принятую в  методе перемещений. Стер-
жень первого типа имеет жесткую заделку на 
одном из концов и шарнирно-подвижную опо-
ру на другом. Полным аналогом такого элемен-
та является стержень с продольно-скользящей 
заделкой и  неподвижным шарниром на кон-
цах. Стержень второго типа имеет на концах 
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жесткую заделку и продольно-скользящую за-
делку [3].

Названные типы стержней исследовались при 
отнулевом цикле изменения температуры. Поми-
мо напряжений, определялись также максималь-
ные усилия — изгибающие моменты, чего не 
было в статически определимом стержне.

Были проведены следующие исследования:
1.  Получение значений максимальных (опор-

ных) моментов М при циклическом воздействии 
и  их сравнение с  аналогичными известными   
моментами Мс при установившейся температуре.

2.  Получение зависимостей, связывающих 
максимальные напряжения (моменты) при ци-

клическом воздействии с  их величинами при 
установившейся температуре посредством 
числовых коэффициентов: σ(tc, h, σc) = kσσc 
и M(tc, h, Mc) = kMMc.

Исследование зависимости опорных 
моментов от высоты сечения стержня h 
и периода цикла tc

Изучение зависимости опорных моментов 
от периода цикла и высоты сечения проводи-
лось в том же порядке, что и исследование на-
пряжений.

Для стержней первого и второго типов гра-
фики этих зависимостей показаны в табл. 1.

Таблица 1. Графики максимальных моментов M (кН . см) при различных высотах сечения h и периоде 
цикла tc
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Как можно заметить, характер изменения 
моментов в обоих условиях закрепления стерж-
ня схож, значения моментов M отличаются 
в 1,5 раза, как и при стационарном режиме.

Максимальные опорные моменты M воз-
растают при увеличении высоты сечения 
и времени цикла.

Максимальные моменты M сравнивались 
с моментами при стационарном тепловом воз-
действии Мс, возникающими в опорах (табл. 1).

Опорный момент Мс при стационарном ре-
жиме для стержня второго типа вычислялся по 
известной формуле:

	
αс t

TM EI
h

= .	 (1)

Для стержня первого типа опорный момент 
вычислялся по формуле:

	
1,5αс t

TM EI
h

= .	 (2)

Значения моментов при стационарном те-
пловом воздействии обозначены черными точ-
ками на графиках.

Сравнивая значения М и Мс, можно заме-
тить, что максимальные моменты при неста-
ционарном тепловом воздействии меньше, чем 
при установившемся тепловом воздействии. 
Значения М максимально приближаются к зна-
чениям Мс при tc = 20 ч.

Получение зависимостей напряжений 
и опорных моментов от влияющих 
факторов

Представляет интерес получить зависимо-
сти, выражающие максимальные напряжения 
и максимальные опорные моменты при цикли-
ческом изменении температуры через соответ-
ствующие известные значения при установив-
шейся температуре [1–3].

Для этого представим искомые функции 
в виде зависимостей:

•	 для напряжений:
	 σ(tc, h, σc ) = kσ σc;	 (3)

•	 для моментов:
	 M(tc, h, σc ) = kM Mc,	 (4)
где числовые коэффициенты, зависящие от 

двух переменных (времени цикла tc и высо-
ты сечения h):

	 kσ  = kσ (tc, h);	 (5)

	 kM  = kM (tc, h).	 (6)
Значения коэффициентов kσ и kM, полученные 

из численного анализа напряжений и моментов, 
вычисляются для заданных точек [4–7].

Например, полученные максимальные сжи-
мающие напряжения при tc = 20 ч и h = 50 см 
составляют 4,39 МПа, при стационарном ре-
жиме напряжения — 3,00 МПа. То есть в дан-
ном случае:

	
= ⇒ − =

σ 4,39 σ 1,46σ
σ 3,00 с
с

−
,	 (7)

или k–σ = 1,46. На основе подобных вычисле-
ний составлена таблица значений коэффици-
ентов для напряжений (табл. 2).

По табличным значениям были построены 
графики k–σ для максимальных сжимающих 
напряжений (табл. 3).

Значения коэффициентов kM для максималь-
ных моментов получаются аналогично: путем 
деления значений M на значение Mc. На этой 
основе формируется таблица коэффициентов 
kM (табл. 4).

По табличным значениям были построе-
ны графики значений kM для максимальных 
моментов (табл. 5).

Аппроксимация функций kσ(tc, h) и kM(tc, h)
Аппроксимация зависимостей kσ и kM была 

проведена методом наименьших квадратов как 
функций двух переменных tc и h по варианту, 
предложенному С. С. Лавровым [11].
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Таблица 2. Значения коэффициентов k–σ для максимальных сжимающих напряжений –σ = k–σ . –σс 

tc, ч
h, см 0,8 2,0 4,0 8,0 20,0 0,8 2,0 4,0 8,0 20,0

10 1,46 1,24 1,12 1,03 1,00 1,26 1,14 1,07 1,02 1,00
20 1,70 1,56 1,47 1,24 1,07 1,33 1,32 1,27 1,14 1,04
30 1,78 1,70 1,63 1,44 1,21 1,33 1,36 1,33 1,25 1,12
40 1,82 1,78 1,71 1,56 1,35 1,34 1,37 1,34 1,30 1,20
50 1,84 1,82 1,76 1,64 1,46 1,35 1,37 1,34 1,32 1,27

Таблица 4. Значения коэффициентов kM для максимальных моментов M = kM . Mc 

tc, ч
h, см 0,8 2,0 4,0 8,0 20,0 0,8 2,0 4,0 8,0 20,0

10 0,95 1,00 1,01 1,00 1,01 0,95 1,00 1,01 1,00 1,01
20 0,77 0,89 0,96 0,98 1,01 0,77 0,89 0,96 0,98 1,01
30 0,65 0,74 0,87 0,96 1,00 0,65 0,74 0,87 0,96 1,00
40 0,55 0,62 0,79 0,90 0,98 0,55 0,62 0,79 0,90 0,98
50 0,48 0,53 0,73 0,84 0,95 0,48 0,53 0,73 0,84 0,95

Таблица 3. Графики функций k–σ для максимальных сжимающих напряжений –σ при различных высотах 
сечения h и периоде цикла tc
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Приближенное значение для функции F бу-
дем искать в  виде полинома второй степени. 
Для функции двух переменных он имеет вид:

( )10 1 20 2 0 1 1 2 2ξ ,  ξ ξ ξF x x a a a+ + = + + +

.+ + +( )2 2
11 1 12 1 2 22 2

1 ξ 2 ξ ξ ξ
2

a a a

	

(8)

Здесь: F — приближаемая функция kσ или kM;
	 x10 и x20 — значения переменных параметров 

tc и h в середине интервала аппроксимации:
	 x10 + ξ1 = tc 	 (9)
	 и

	 x20 + ξ2 = h	 (10) — текущие значения этих 
параметров;

	 ξ1 и ξ2 — отклонения текущих значений от 
значений в  середине интервала аппрокси-
мации;

	 константы a0, ai, aij — коэффициенты ап-
проксимации, которые предстоит выбрать 
из условия наилучшего приближения функ-
ции в заданных точках.
Получены следующие аппроксимирующие 

функции для максимальных сжимающих на-
пряжений (табл. 6).

Также получены аппроксимирующие функ-
ции для максимальных моментов (табл. 7).

Сравнение графиков функций kσ(tc, h) до ап-
проксимации и  после применения аппрокси-
мированных функций приведено в табл. 8.

Погрешность аппроксимации для сжимаю-
щих напряжений допустимо мала и достигает 
9,77 % и 6,24 % соответственно.

Сравнение графиков функций kM(tc, h) до 
аппроксимации и  после применения аппрок-
симированных функций демонстрируется 
в табл. 9.

Погрешность аппроксимации для сжимаю-
щих напряжений допустимо мала и достигает 
6,84 % и 7,17 % соответственно.

Полученные поправочные коэффициен-
ты в табличной форме или в форме получен-
ной функциональной зависимости позволя-
ют свести задачу об усилиях и  напряжениях 
в  стержнях, например, основной системе ме-
тода перемещений при циклических темпе-
ратурных воздействиях, к  известной задаче 
о  воздействии установившегося изменения 
температуры [12–15]. Коэффициенты могут 

Таблица 5. Графики функций kM для максимальных моментов M при различных высотах сечения h  
и периоде цикла tc
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Таблица 6. Аппроксимирующие функции k–σ для максимальных сжимающих напряжений –σ

	 	

Для интервала tc1 = 0,8 до 10,4 ч.

ξ 0,00579 ξ+ ⋅ + ⋅ +

( )

(
)

1

2
2 1

2
1 2 2

, 1,53222 ( 0,03681) ξ
10,01317
2

2 0,00049 ξ ξ ( 0,00062) ξ

ck t h− = + − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + − ⋅

σ

(11)

Для интервала tc2 = 10,4 до 20 ч.

ξ ( 0,02734) ξ+ ⋅ + − ⋅ +

( )

(
)

σ 1

2
2 1

2
1 2 2

, 1,64000 ( 0,01007) ξ
10,01258
2

2 ( 0,00044) ξ ξ ( 0,00033) ξ

ck t h− = + − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ + − ⋅

 (13)

Для интервала tc1 = 0,8 до 10,4 ч.

ξ 0,00174 ξ+ ⋅ + ⋅ +

( )

(
)

σ 1

2
2 1

2
1 2 2

, 1,27000 ( 0,01389) ξ
10,00558
2

2 0,00055 ξ ξ ( 0,00033) ξ

ck t h− = + − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + − ⋅

(12)

Для интервала tc2 = 10,4 до 20 ч.

ξ ( 0,01056) ξ+ ⋅ + − ⋅ +

( )

(
)

σ 1

2
2 1

2
1 2 2

, 1,30111 ( 0,00451) ξ
1 0,00617
2

 2 ( 0,00013) ξ ξ ( 0,00018) ξ

ck t h− = + − ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ + − ⋅

(14)

Таблица 7. Аппроксимирующие функции kM для максимальных моментов M

Для интервала tc1 = 0,8 до 10,4 ч.

ξ ( 0,00666) ξ+ − ⋅ + − ⋅ +

( )

(
)

1

2
2 1

2
1 2 2

, 0,89444 0,02569 ξ
1 ( 0,00700)
2

 2 0,00083 ξ ξ 0,00002 ξ

M ck t h = + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅
 

(15)

Для интервала tc2 = 10,4 до 20 ч.

ξ 0,01664 ξ+ − ⋅ + ⋅ +

( )

(
)

1

2
2 1

2
1 2 2

, 0,77889 0,00382 ξ
1 ( 0,00475)
2

 2 0,00026 ξ ξ ( 0,00004) ξ

M ck t h = + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + − ⋅

(17)

Для интервала tc1 = 0,8 до 10,4 ч.

ξ ( 0,00680) ξ+ − ⋅ + − ⋅ +

( )

(
)

1

2
2 1

2
1 2 2

, 0,89556 0,02604 ξ
1 ( 0,00708)
2

 2 0,00086 ξ ξ 0,00001 ξ

M ck t h = + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅

(16)

Для интервала tc2 = 10,4 до 20 ч.

ξ 0,01664 ξ+ − ⋅ + ⋅ +

( )

(
)

1

2
2 1

2
1 2 2

, 0,77889 0,00382 ξ
1 ( 0,00475)
2

 2 0,00026 ξ ξ ( 0,00004) ξ

M ck t h = + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + − ⋅

(18)
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Таблица 8. Графики функций kσ(tc, h) для максимальных сжимающих напряжений –σ при различных  
высотах сечения h и периоде цикла tc

До аппроксимации

После аппроксимации полиномом 2-й степени

Максимальная погрешность аппроксимации значений k–σ

σ σ

σ

( ) 100%ak k
k

− −

−

−
⋅

 

(19)

9,77 % 6,24 %
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Таблица 9. Графики функций kM(tc, h) для максимальных моментов M при различных высотах сечения h 
и периоде цикла tc

До аппроксимации

После аппроксимации полиномом 2-й степени

Максимальная погрешность аппроксимации значений kM,

( ) 100%Mа M

M

k k
k
−

⋅
 

(20)

6,84 % 7,17 %
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применяться как непосредственно к  усилиям 
или напряжениям, так и к величине перепада 
температур при неравномерном нагреве. По-
следний подход имеет значение при расчете 
стержневых систем на температурные воз-
действия в программно-вычислительных ком-
плексах, таких как ЛИРА-САПР.

Выводы
1.  Значения максимальных напряжений 

+σ, |–σ| и значения максимальных моментов M 
стремятся к стационарным значениям Mc при 
увеличении времени цикла tc и  уменьшении 
высоты сечения стержня h.

2.  Максимальные сжимающие напряжения 
|–σ| при циклических тепловых воздействиях 
заметно превышают их величины при устано-
вившейся температуре и достигают 35 %.

Полученные аппроксимирующие функции 
kσ(tc, h), kM(tc, h) для напряжений моментов 
могут применяться для дальнейшего исполь-
зования при расчете стержневых систем. Для 
большей точности можно воспользоваться по-
лученными табличными значениями функции 
kM и  линейной интерполяцией между этими 
значениями.
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Objective: to calculate and analyze sectional stresses and internal forces in the simplest statically 
indeterminate rods under cyclic temperature changes. Methods: two configurations of rod comprising 
the basic system employed in the displacement method were considered. The first configuration featured 
one rigidly fixed end and a hinged, movable support at the opposite end; its direct analogue was a rod 
with a longitudinally sliding fastening at one end and a fixed hinge at the other. The second configuration 
involved a rigid fixed end combined with a sliding fastening at the opposite end. Both configurations were 
investigated under a non-zero temperature change cycle. In addition to stresses, the study determined 
the peak internal forces – particularly bending moments – an outcome not observed for a statically 
determined rod. Results: the magnitudes of the maximum stresses and maximum moments converge to 
steady-state values as cycle time increases and the rod section height decreases. Maximum compressive 
stresses under cyclic thermal loading substantially exceed their steady-temperature values, reaching up 
to 35 % above them. Practical significance: the derived approximation functions for moment stresses 
can be employed in subsequent calculations of core systems. For improved accuracy, the obtained 
tabulated function values and linear interpolation between them should be used.

Keywords: rod, forces, stresses, temperature, cycle, statics, experiment
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