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Аннотация 

Цель: оптимизация эффективности стратегий обнаружения и захвата четырехроторных беспилот-
ных летательных аппаратов (квадрокоптеров). Методы: математическое моделирование, аппарат 
теории игр, венгерский метод решения задачи о назначениях, теория принятия решений, принцип 
динамического программирования, пакет Maple для решения примеров. Результаты: для выпол-
нения условий решения задачи об оптимальных назначениях необходимо и достаточно, чтобы 
она была сбалансирована. Данную задачу о назначениях можно сбалансировать, введя необходимое 
количество фиктивных катеров или убегающих. После этого можно сформулировать и решить 
двойственную задачу об оптимальных назначениях. Полученную игру можно решить любым ме-
тодом решения матричных игр. Таким образом можно определить политику преследования и по-
иска между беспилотными летательными аппаратами. Практическая значимость: все ускольз-
нувшие квадрокоптерные БПЛА могут быть преследованы и успешно перехвачены 
с использованием разработанных моделей. Приведены примеры исследования математических 
моделей с помощью программного пакета Maple. 

Ключевые слова: теория игр, квадрокоптер, модель, кооперативная теория игр, Simulink MPC-
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Материалы и методы
Рассмотрим следующую ситуацию. До-

зорное судно обнаруживает неизвестный 
подводный объект, который тут же скрыва-
ется в неизвестном направлении. Необходи-
мо перехватить объект за минимально воз-
можное время. Предположим, что дозорное 
судно не знает точно скорость объекта. Од-

нако известен дискретный набор скоростей, 
одна из которых является действительной 
скоростью скрывающегося. Далее дозор-
ное судно будем называть преследователем, 
а неизвестный объект — убегающим и обо-
значать соответственно P и E.

Представим сначала алгоритм для на-
хождения времени поиска в условиях, когда 
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преследователю достоверно неизвестна ско-
рость убегающего [8–10]. Предположим, 
что скорость преследователя намного боль-
ше скорости убегающего. В первоначаль-
ный момент времени обнаружения пресле-
дователь точно определяет местоположение 
убегающего. Таким образом, преследовате-
лю известно расстояние между ним и убе-
гающим. Обозначим его через D0. Для на-
хождения времени поимки необходимо 
определить траекторию, по которой должен 
двигаться преследователь. Введем поляр-
ную систему координат ρ и φ таким обра-
зом, чтобы полюс, точка О, находился в точ-
ке обнаружения убегающего, а полярная ось 
проходила через точку, в которой находился 
преследователь. Тогда динамика убегающе-
го описывается уравнениями:

ρE = v,
φЕ = 0.

Преследователю точно неизвестна ско-
рость, однако известно, что она выбирается 
из дискретного множества VE. Максимально 
возможную скорость преследователя обо-
значим через VP. Преследователь может га-
рантировать поимку, перебрав все элементы 
множества VE. Первоначально преследова-
тель делает предположение, что убегающий 
имеет скорость v1 ∈ VE. Для поимки убега-
ющего в момент t0 преследователь начинает 
движение со скоростью VP в направлении на 
точку О и движется так до момента t1, в ко-
торый игроки оказываются на одинаковом 
расстоянии от точки О, т. е. чтобы выполня-
лось равенство

и

С момента t1 преследователь должен дви-
гаться, выбирая скорость так, чтобы посто-
янно находиться на таком же расстоянии от 
точки О, что и убегающий. Для этого ско-
рость преследователя раскладывается на 
две составляющие: радиальную Vρ и танген-
циальную Vφ. Радиальная составляющая — 
скорость, с которой преследователь отдаля-
ется от полюса, т. е.

Vρ = ρ.
Тангенциальная составляющая представ-

ляет собой линейную скорость вращения от-
носительно полюса, т. е.

Vφ = φρ.
Для того чтобы встреча произошла, ра-

диальная составляющая скорости пресле-
дователя полагается равной скорости убе-
гающего. Тогда для нахождения траектории 
преследователя необходимо решить систему 
дифференциальных уравнений:

Начальными условиями для этой систе-
мы будут:

Решая ее, находим:

Выразим время как функцию полярного 
угла:
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Таким образом, траектория состоит из 
прямолинейных участков и участков ло-
гарифмической спирали. В [2] доказано, 
что при движении по спирали встреча про-
изойдет за время, не превышающее време-
ни прохождения одного витка. Тогда, если 
преследователь, обойдя виток спирали, не 
находит убегающего, значит, первоначаль-
ное предположение о скорости убегающего 
было неверным. Далее выбирается следую-
щая скорость v2 ∈ VE. Значит, убегающий 
за время t2 прошел расстояние ρE(t2) = v2t2, 
а преследователь ρP(t2) = v1t2. Если ρP(t2) > 
> ρE(t2), тогда расстояние между игроками 
будет равно D2 = ρP(t2) – ρE(t2), и для нахож-
дения момента времени t3 необходимо ре-
шить уравнение

Если ρP(t2) < ρE(t2), значит, расстояние меж-
ду игроками будет равно D2 = ρE(t2) – ρP(t2), 
и для нахождения момента времени t3 необ-
ходимо решить уравнение

После движения по прямолинейному 
участку преследователь движется по спира-
ли. Преследователю для уменьшения вре-
мени целесообразно упорядочить перебор 
скоростей по убыванию. Однако если это 
становится известно убегающему, он может 
двигаться с минимальной скоростью, что 
позволит максимизировать время поиска.

Таким образом, получается следующая 
игра. Множество стратегий убегающе-
го — это множество комбинаций возмож-
ных скоростей его движения и направлений 
движения α. Множество стратегий пресле-
дователя — это множество всевозможных 

перестановок элементов VE. Матрица полу-
ченной игры состоит из элементов T, кото-
рые являются временем поимки [11–13].

Теперь предположим, что преследова-
тель должен обнаружить n убегающих, для 
поимки каждого из которых требуется τij 
часов. Для реализации перехвата имеется m 
катеров, каждый из которых направляется 
за убегающим. Известна матрица А = {τij} — 
матрица эффективности выполнения поис-
ка i-м катером j-го убегающего. Требуется 
построить такой план назначений Х = {xij}, 
i = 1…m, j = 1…n, который минимизирует 
время поиска, при этом каждый катер на-
значают искать не более чем одного убега-
ющего и каждого убегающего может искать 
не более чем один катер. Величины xij мо-
гут принимать только два значения:

Математическая формулировка задачи об 
оптимальных назначениях:

Для того чтобы задача об оптимальных 
назначениях имела оптимальное реше-
ние, необходимо и достаточно, чтобы ко-
личество катеров было равно количеству 
убегающих, т. е. n = m. При этом условии 
ограничения неравенства превращаются 
в равенства:
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Если n ≠ m, то задача о назначениях несба-
лансирована. Любую задачу о назначениях 
можно сбалансировать, введя необходимое 
количество фиктивных катеров или убегаю-
щих. Двой ственная задача об оптимальных 
назначениях будет иметь вид:

Рассмотрим венгерский метод решения 
задачи о назначениях [14–20]

1. В исходной матрице А производитель-
ностей определим в каждой строке мини-
мальный элемент и вычтем его из всех дру-
гих элементов строки.

2. В матрице, полученной на первом эта-
пе, найдем в каждом столбце минимальный 
элемент и вычтем его из всех других эле-
ментов столбца. Если после выполнения п. 1 
и п. 2 не получено допустимое решение, не-
обходимо выполнить:

a) в последней матрице проводится мини-
мальное число горизонтальных и вертикаль-
ных прямых по строкам и столбцам, чтобы 
вычеркнуть все нулевые элементы;

b) находится минимальный невычеркну-
тый элемент, вычитается из всех остальных 
невычеркнутых элементов и прибавляется 
ко всем элементам, стоящим на пересечении 
проведенных в предыдущем пункте прямых;

c) если новое распределение нулевых 
элементов не позволяет построить допусти-

мое решение, повторяем п. 2, а в противном 
случае, переходим к п. 3.

3. Оптимальным назначениям будут соот-
ветствовать нулевые элементы, полученные 
в п. 2.

Рассмотрим еще один случай [21–25]. 
Предположим, что преследователь отправ-
ляет n катеров за одним убегающим. Убега-
ющий имеет дискретный набор скоростей 
и направлений движений, и ему необходимо 
выбрать, как действовать, чтобы максималь-
но увеличить время поимки. Другими слова-
ми, убегающий должен выбрать наилучший 
вариант действий или лучшую стратегию 
поведения. Воспользуемся теорией приня-
тия решений. Каждый катер последователь-
но в случайном порядке пытается перехва-
тить убегающего. Следовательно, имеем n 
шагов. Пусть находимся на шаге t. Необхо-
димо определить вероятность победы в слу-
чае выбора стратегии t при условии, что она 
лучше всех предыдущих, т. е. вероятность, 
что она вообще лучше всех. Обозначим эту 
вероятность через gt. Кроме того, определим 
вероятность, что последняя стратегия будет 
самой лучшей при условии, что пропускаем 
первые t стратегий и далее убегающий поль-
зуется оптимальной стратегией. Эту вероят-
ность обозначим через ht. По принципу ди-
намического программирования убегающий 
знает, как действовать оптимально, начиная 
с шага t+1. Оптимальная стратегия поведе-
ния: если на шаге t стратегия не лучше всех 
предыдущих, то ее нужно отвергнуть; если 
же она действительно лучше среди первых 
t, то необходимо сравнить gt и ht. Если gt ≥ ht, 
то убегающий выбирает стратегию t; если 
gt < ht, то переходим к следующей. Посчита-
ем gt. Начнем с конца, т. е. gn, gn–1…  Если на 
шаге n стратегия оказалась лучше всех пре-
дыдущих, то вероятность gn = 1. Рассмотрим 
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шаг n – 1. Эта стратегия лучше всех преды-
дущих. Вероятность проигрыша в случае, 
если убегающий выберет ее, будет вероят-
ностью того, что последний лучше всех.

По условию стратегии упорядочены по 
возрастанию качества и равновероятно раз-
бросаны по списку. Тогда вероятность са-
мой лучшей стратегии оказаться на n-месте 
равна 1/ n. Следовательно, вероятность по-

беды  Найдем gn–2. Пусть 

n–2-стратегия оказалось лучшей среди всех 
предыдущих. Посчитаем вероятность того, 
что она действительно лучше всех, т. е. 
вероятность того, что ни n-стратегия, ни 
n–1-стратегия не являются самыми лучши-
ми. Вероятность n–1-стратегии оказаться 

лучше n–2-стратегии равна . Вероят-

ность, что n–1-стратегия будет не лучше 

n–2-стратегии, равна . Далее 

посчитаем условные вероятности победы.
Если n–1-стратегия лучше n–2-стратегии, 

то n–1-стратегия — точно не самая луч-
шая среди всех n стратегий, т. е. вероят-
ность победы равна 0. Если n–1-стратегия 
хуже n–2-стратегии, то тогда n–2-стратегия 
является лучшей среди первых n–1 стра-
тегий. Вероятность победить в этом слу-

чае равна  т. е. gn–1. Таким образом, 

 а методом 

математической индукции можно доказать, 

что  [2].
Найдем ht. Это вероятность выбрать 

в конце концов самую лучшую стратегию, 
если дойти до шага t, пропустить эту страте-
гию, а дальше действовать по оптимальной 
стратегии. Таким образом, это вероятность 
победить, действуя оптимально, начиная 
с t+1 шага. По определению ht для любой 

стратегии поведения, при которой убегаю-
щий может делать свой выбор только с шага 
t+1, вероятность успеха не превосходит 
ht в случае действия в соответствии с этой 
стратегией поведения. То есть для любого t 
ht ≥ ht+1. Чем раньше действовать оптималь-
но, тем больше вероятность победить.

Следовательно, ht — монотонно невоз-
растающая функция. По выбранной страте-
гии поведения, если на шаге t вероятность 
ht > gt, то продолжаем перебор. Если ht ≤ gt, 
то убегающий останавливается в случае, 
когда текущая стратегия лучше всех преды-
дущих, и продолжает перебор в противном 
случае. Пусть T — точка пересечения гра-
фиков, а t1 — последнее целое число перед 
T. Очевидно, что hn = 0. hn–1 — вероятность 
того, что Е выберет лучшую стратегию, если 
пропустит n – 1. Это может произойти, толь-
ко если последняя окажется лучше всех. Ве-
роятность такого события равна . Найдем 
hn–2. Пусть убегающий пропустил стратегию 
n–2 и дальше действует оптимально. Тогда 
возможны два случая: n–1 является лучшей 
среди первых n-стратегий (вероятность это-
го равна ) и n–1 стратегия не является 
лучшей (вероятность равна ). Из первого 
случая следует, что убегающий выбирает
n-стратегию, что соответствует оптимальному
поведению. Вероятность победы в этом слу-

чае . Из второго случая следует, 

что Е пропускает n-стратегию. Тогда шансы 

на победу , значит

Продолжая рассуждать аналогичным об-
разом, получим [3]
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Проанализируем выражение  для t ≥ t1:

В [3] найдено число, которое соответству-
ет точке пересечения на графике, равно . 

При этом , т. е. вероятность 

успеха при n → ∞ равна 

С помощью программного пакета Maple 
было решено несколько примеров [26–31].

Результаты исследования и обсуждение 
результатов

Пример 1. Пусть первоначальное рас-
стояние между преследователем и убега-
ющим было 200 км. Убегающий выбира-
ет скорость из множества V E = {8, 56, 78}, 
а направление — из множества α = {23, 137, 
182}. Максимальная скорость преследовате-
ля V P = 100 км/ч. Тогда множество стратегий 
убегающего:

 

а множество стратегий преследователя:

Матрица полученной игры выглядит сле-
дующим образом (см. ниже).

Игру можно решить любым методом ре-
шения матричных игр. Предположим, что 
расстояние между убегающим БПЛА и по-
верхностью земли составляет 100 м. Убега-
ющий БПЛА выбирает свою скорость из на-
бора V E = {8, 56, 78} в качестве компоненты 
скорости по оси X и выбирает значение из 
набора α = {23, 37, 82} в качестве направле-
ния по оси Y. Максимальная скорость пре-
следователя (другого БПЛА) обозначена как 
V P = 120 м/мин:

На рис. 1 представлены девять стратегий 
моделирования убегающего беспилотного 
летательного аппарата.

Матрица для примера 1
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Рис. 1. Стратегии моделирования убегающего БПЛА (начало)

Таким образом, оптимальной будет стра-
тегия, изображенная на последнем рисунке.

Пример 2. Пусть преследователь обнару-
жил четырех убегающих. Первоначальное 
расстояние до каждого из них соответствен-
но 100 км, 200 км, 50 км и 163 км. Пресле-
дователь имеет четыре катера для поимки 
убегающих. Максимальная скорость каждо-
го катера соответственно 74 км/ч, 90 км/ч, 
178 км/ч и 124 км/ч. Первый убегающий 
движется по прямой α1 = 23 со скоростью 
v1 = 23 км/ч, второй — α2 = 137, v2 = 50 км/ч, 

третий — α3 = 187, v3 = 67 км/ч, четвертый — 
α4 = 50, v4 = 70 км/ч.

Тогда матрица для задачи о назначениях 
выглядит следующим образом:

Решить игру можно венгерским методом. 
Определим политику преследования и поиска 
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Рис. 1. Стратегии моделирования убегающего БПЛА (окончание)
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между беспилотными летательными аппа-
ратами. Допустим, что перехватывающий 
квадрокоптер сталкивается с четырьмя 
вторгшимися квадрокоптерами, которые 
представляют угрозу. У оператора есть че-
тыре преследователя, предназначенных для 
преследования убегающего. Максимальная 
скорость каждого преследователя по осям 
XYZ составляет 74 км/ч, 90 км/ч, 178 км/ч 
и 124 км/ч соответственно.

Рассмотрим характеристики каждого 
вторгшегося квадрокоптера.

Первый квадрокоптер БПЛА вторжения:
 – максимальная скорость по оси X: 
23 м/мин;

 – максимальная скорость по оси Y: 
23 м/мин.

Высота: 100 м.
Второй квадрокоптер БПЛА вторжения:

 – максимальная скорость по оси X: 
50 м/мин;

 – максимальная скорость по оси Y: 
137 м/мин.

Высота: 200 м.
Третий вторгающийся квадрокоптер 

БПЛА:
 – максимальная скорость по оси X: 
67 м/мин;

 – максимальная скорость по оси Y: 
7 м/мин.

Высота: 50 м.
Четвертый квадрокоптер БПЛА вторжения:

 – максимальная скорость по оси X: 
70 м/мин;

 – максимальная скорость по оси Y: 
50 м/мин.

Высота: 163 м.
Учитывая максимальные скорости и вы-

соты каждого вторгшегося квадрокоптера, 
матрица соответствия будет выглядеть сле-
дующим образом:

На рис. 2 представлены изменения значе-
ний осей X, Y и Z дронов- преследователей 
и вторгающихся квадрокоптеров.

Таким образом, на последнем рисунке 
изображена оптимальная стратегия.

Пример 3. Пусть первоначальное рас-
стояние между преследователем и убега-
ющим было 50 км. Убегающий выбира-
ет скорость из множества V E = {4, 10, 16}, 
а направление — из множества α = {8, 10, 
16}. Максимальная скорость преследовате-
ля VP = 80 км/ч. Тогда множество стратегий 
убегающего:

а множество стратегий преследователя:

Матрица полученной игры выглядит сле-
дующим образом:
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Рис. 2. Изменения значений осей X, Y и Z дронов- преследователей и вторгающихся 
квадрокоптеров

Чтобы смоделировать данную матричную 
игру между преследователем и убегающим, 
можно представить ее в виде матрицы вы-
игрышей, где строки представляют страте-
гии преследователя, а столбцы — стратегии 
убегающего. Каждая ячейка матрицы будет 
содержать выигрыш преследователя в за-
висимости от выбранных стратегий обеих 
сторон.

Политику преследования и поиска между 
беспилотными летательными аппаратами 

можно определить следующим образом. 
Обозначим V E как множество скоростей убе-
гающего БПЛА по оси X, α — как множе-
ство направлений по оси Y, V P — как макси-
мальную скорость преследователя:

На рис. 3 представлены девять стратегий 
моделирования убегающего дрона.
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Таким образом, отчетливо видно, что на 
последнем рисунке изображена оптимальная 
стратегия.

Пример 4. Пусть преследователь обнару-
жил четырех убегающих. Первоначальное 
расстояние до каждого из них соответствен-
но 30 км, 11 км, 62 км и 8 км. Преследователь 
имеет четыре катера для поимки убегаю-
щих. Максимальная скорость каждого кате-
ра соответственно 60 км/ч, 65 км/ч, 95 км/ч 
и 105 км/ч. Первый убегающий движется по 

прямой α1 = 7 со скоростью v1 = 7 км/ч, вто-
рой — α2 = 11 и v2 = 11 км/ч, третий — α3 = 
30 и v3 = 30 км/ч, четвертый — α4 = 44 и v4 = 
44 км/ч. Тогда матрица для задачи о назначе-
ниях выглядит следующим образом:

Рис. 3. Девять стратегий моделирования убегающего дрона (начало)
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Рис. 3. Девять стратегий моделирования убегающего дрона (окончание)
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Игру можно решить венгерским методом. 
Преобразуем этот пример в задачу преследо-
вания дрона- квадрокоптера. Предположим, 
перехватывающий квадрокоптер обнару-
живает четыре вторгшихся квадрокоптера. 
Есть четыре преследователя, которые пре-
следуют убегающего. Максимальная ско-
рость каждого преследователя по оси XYZ 
составляет 31 м/мин, 12 м/мин, 63 м/мин 
и 9 м/мин соответственно.

Первый квадрокоптер БПЛА вторжения 
имеет максимальную скорость по оси X 
v13 = 7 м/мин, максимальную скорость по 
оси Y α1 = 7 м/мин, высота 30 м.

Второй квадрокоптер БПЛА вторжения 
имеет максимальную скорость по оси X 

v23 = 11 м/мин, максимальную скорость по 
оси Y α2 = 11 м/мин, высота 11 м.

Третий вторгающийся квадрокоптер 
БПЛА имеет максимальную скорость по оси 
X v3 = 30 м/мин, максимальную скорость по 
оси Y α3 = 30 м/мин, высота 62 м.

Четвертый квадрокоптер вторжения 
БПЛА имеет максимальную скорость по оси 
X v34 = 44 м/мин, максимальную скорость по 
оси Y α4 = 44 м/мин, высота 44 м.

На рис. 4 изображены изменения значе-
ний осей X, Y и Z дронов- преследователей 
и убегающих квадрокоптеров.

Таким образом, с помощью моделирова-
ния получена оптимальная стратегия, изо-
браженная на последнем рисунке.

Рис. 4. Изменения значений осей X, Y и Z дронов-преследователей
и убегающих квадрокоптеров
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Заключение
Таким образом, разработаны динамические 

модели проведения инспекций, которые позво-
ляют анализировать поиск и прогнозировать 
местонахождение в естественных условиях 
беспилотных летательных аппаратов, состав-
лен алгоритм для нахождения времени поиска 
в условиях неопределенности. С помощью мо-
делей при разумных параметрах преследова-
ния БПЛА с учетом вероятности успеха и эф-
фективности перехвата, после расчета всех 
параметров движения БПЛА с использовани-
ем венгерского алгоритма, все ускользнувшие 
квадрокоптерные БПЛА могут быть преследо-
ваны и успешно перехвачены. При этом учи-
тываются основные параметры, такие как ско-
рость каждого перехватчика и совместимость 
между квадрокоптерами в лагере БПЛА-пере-
хватчиков и БПЛА-убегающих. Математиче-
ские динамические модели можно исследовать 
с помощью программного пакета Maple.
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Abstract 

Currently, the application of mathematical modeling theory is widely used in various fields and, among 
other things, can be used to prevent illegal actions. This study examines scenarios involving a single 
pursuer tracking a single evader, as well as situations involving multiple pursuers pursuing multiple 
evaders. The authors formulate this problem as a search and pursuit problem for four-rotor unmanned 
aerial vehicles (UAVs) or quadcopters. The solution to the problem is based on game theory, as it provides 
a mathematical framework for modeling and studying strategic interactions involving multiple decision 
makers. The authors consider a game where the set of strategies of the runner is the set of possible 
combinations of speeds and directions of his movement, and the set of strategies of the pursuer is the set 
of all possible permutations of the elements of his speeds. The matrix of the resulting game consists of 
elements that are the time of capture. A mathematical problem on the optimal assignments of searching 
and pursuing unmanned aerial vehicles is formulated and solved.
Purpose: optimizing the effectiveness of strategies for detecting and capturing four-rotor unmanned aerial 
vehicles (quadcopters). Methods: methods of mathematical modeling, game theory apparatus, Hungarian 
method of solving the problem of assignments, decision theory, the principle of dynamic programming, 
the Maple package for solving examples were used. Results: In order to fulfill the conditions for solving 
the problem of optimal assignments, it is necessary and sufficient that it is balanced. This assignment 
problem can be balanced by entering the required number of fictitious boats or escaping boats. After 
that, it is possible to formulate and solve the dual problem of optimal appointments. The resulting game 
can be solved by any method of solving matrix games. In this way, it is possible to determine the policy 
of harassment and search between drones. Practical importance: All escaped quadcopter UAVs can be 
chased and successfully intercepted using the developed models. Examples of the study of mathematical 
models using the Maple software package are given.

Keywords: game theory, quadcopter, model, cooperative game theory, Simulink MPC modeling
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