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Аннотация. Исследование динамических систем на фазовой плоскости является одним из распростра-
ненных методов теории колебаний и широко используется в инженерной и научной практике. Цель: со-
вместить элементы аналитического исследования с компьютерным моделированием. Результаты: пред-
лагается и обсуждается расчетно-графическая работа по дисциплине «Моделирование систем», которая 
читается в ряде вузов страны. Практическая значимость: изучение динамических систем способствует 
развитию интеллекта, креативности и формированию профессиональных компетенций, что повышает 
мотивацию к научно-исследовательской деятельности активной части студентов.
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исследование

2.3.1 — системный анализ, управление и обработка информации, статистика (технические науки); 
1.2.2 — математическое моделирование, численные методы и комплексы программ (технические 
науки)

Введение
На кафедре «Информационные и  вычислитель-

ные системы» Петербургского государственного 
университета путей сообщения Императора Алек-
сандра I традиционно читается курс «Моделирова-
ние систем», видное место в котором занимает ана-
лиз динамических систем (ДС) как аналитическими, 
так и  численными методами. Студенты знакомятся 
с  различными способами описания ДС, их класси-
фикацией, с элементами качественной (геометриче-

ской) теории дифференциальных уравнений на пло-
скости, основными понятиями теории устойчивости, 
дискретными отображениями и их различными тех-
ническими приложениями. Важное место занимает 
изучение возможных структур фазовых портретов 
ДС, а  также их зависимость от параметров. Дан-
ные вопросы составляют содержание теории би-
фуркаций, отражающей закон перехода количества 
в  качество [1]. Курс предусматривает выполнение 
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студентами расчетно-графической работы (РГР), со-
стоящей из пяти заданий, целью которой является 
усвоение основных положений теории через анализ 
геометрических образов. Каждое задание содержит 
аналитическую часть, основанную на лекциях, 
и численную, выполненную при помощи открытого 
отечественного программного продукта WInSet [2]. 
Результатом РГР является научное исследование, 
имеющее творческую направленность, поскольку 
все задания строго индивидуальны.

Линейные динамические системы
В первом задании РГР исследуется автономная 

линейная ДС с постоянными коэффициентами вида

	 .
x ax by
y cx dy
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� � ��
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� 	

(1)

Анализируя корни характеристического урав-
нения
	 λ2 – I1λ + I2 = 0,

где I1  =  a  +  d и  I2  =  ad  −  bc — первый и  второй 
инварианты матрицы ДС, определяется тип един-
ственной стационарной точки, или положения 
равновесия (0,0), в  которой ẋ  = ẏ  =  0. А именно 
вычисляются дискриминант D = I1

2 – 4I2 и корни 
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характеристического уравнения. 

Далее в  соответствии с  классификацией Пуанка-
ре [1] устанавливается, что:

1.  При D ≥ 0 (пара вещественных корней):
•	 если λ1 < 0 и λ2 < 0, тогда точка (0,0) — устой-

чивый узел;
•	 если λ1 > 0 и λ2 > 0, тогда точка (0,0) — не-

устойчивый узел;
•	 если λ1λ2 < 0, тогда точка (0,0) — седло.
2.  При D  <  0 (пара комплексно-сопряженных 

корней):
•	 если I1 < 0, тогда точка (0,0) — устойчивый фокус;
•	 если I1 > 0, тогда точка (0,0) — неустойчивый 

фокус;
•	 если I1 = 0 (чисто мнимые корни), тогда точка 

(0,0) — центр.
Далее находятся собственные векторы Z(1) и  Z(2) 

для собственных чисел λ1 и λ2 соответственно и запи-
сывается аналитическое решение в  векторном виде:
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где C1, C2 — произвольные константы.
После этого находится уравнение фазовых тра-

екторий в неявном виде F(x, y) = 0 путем аналити-
ческого решения дифференциального уравнения, 
порождаемого ДС (1), при помощи стандартной 
подстановки y = xz(x):

	
y xz z� �� � �,    cx dy c dz

ax by a bz
� �
� �

.

Исследование завершается построением фазо-
вого портрета ДС (1) (рис. 1).

Нелинейные динамические системы
Во втором задании РГР исследуется автономная 

нелинейная ДС вида

	

( , )
( , ).
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После нахождения стационарных точек или по-
ложений равновесия как корней системы уравне-
ний {P(x, y) = 0, Q(x, y) = 0} производится линеа-
ризация ДС в  окрестности каждой стационарной 
точки и определяется ее тип по аналогии с первым 
заданием. Линеаризация ДС в окрестности какой-
либо стационарной точки (x*, y*) имеет стандарт-
ный вид:
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Исследование завершается построением фазо-
вого портрета (рис. 2).

Например, классическое дифференциальное 
уравнение Дуффинга [3]

	 2 3
1 2 3 4 0x p x p x p x p x� � � � ��� � ,

играющее в качественной теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ) важную 
феноменологическую роль, после стандартной 
замены переменной y = ẋ сводится к нелинейной 
ДС вида
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Студенты аналитически находят стационар-
ные точки этой ДС, проводят в них линеаризацию 
и устанавливают типы положений равновесия. Да-
лее в среде WInSet они строят фазовые портреты 
консервативных при p1 = 0 и диссипативных при 
p1 > 0 динамических систем (рис. 2).

Бифуркационный анализ динамических систем
В третьем задании РГР студенты исследуют по-

ведение автономной нелинейной ДС с параметром p. 
Рассмотрим конкретные примеры такого задания.

Пример 1. Аналитически-численное исследо-
вание ДС

	

2
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(2)

показывает, что при p < 0 в системе имеется три 
положения равновесия: седло в начале координат 

и два фокуса (один устойчивый, другой неустойчи-
вый). При p > 0 существует одно положение равно-
весия типа «центр» в начале координат, при этом 
векторное поле обладает симметрией относитель-
но оси ординат (рис. 3). 

Таким образом, при переходе слева направо по 
оси параметра p через критическое значение p = 0 
качественно меняется поведение ДС, то есть про-
исходит бифуркация слияния трех стационарных 
точек в одно положение равновесия типа «центр» 
в начале координат.

Пример 2. Аналитически-численное исследо-
вание более сложной ДС

	

2 2
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(3)

показывает, что единственная стационарная 
точка (0,0) при p  <  −1 является седлом, при 
−1< p ≤ 0 — неустойчивым узлом. При этом фа-
зовые траектории асимптотически ложатся слева 

Рис. 1. Некоторые фазовые портреты линейных ДС:  
1 — седло; 2 — устойчивый фокус; 3 — центр; 4 — неустойчивый узел
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Рис. 2. Фазовые портреты: 1, 2 — консервативные ДС; 3, 4 — диссипативные ДС

Рис. 3. Фазовые портреты ДС (2) при p < 0 (cлева) и при p > 0 (справа)

на прямую y = −1 и справа на прямую y = 1. При 
переходе слева направо по оси параметра p че-
рез критическое значение p = 0 из пары прямых 
y  =  ±1 рождается предельный цикл — эллипс 
(рис. 4), что отвечает бифуркации из бесконеч-
ности.

Выполнение третьего задания требует изучения 
дополнительных вопросов, связанных с  теорией 
бифуркаций [4, 5], и здесь основную помощь дол-
жен оказать преподаватель.

Аттракторы динамических систем
Четвертое задание РГР является по-настоящему 

исследовательским и  весьма трудоемким, по-
скольку требует длительной и  кропотливой вне-
аудиторной работы за компьютером. Результатом 
исследования является карта динамических ре-
жимов заданной нелинейной ДС с внешним воз-
буждением [6].

Для примера рассмотрим неавтономный осцил-
лятор Дуффинга с гармоническим воздействием [7]:
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В этой ДС существуют как устойчивые ко-
лебания различных периодов и  амплитуд, так 
и  хаотический режим при возрастании амплиту-
ды гармонического воздействия, что отчетливо 
наблюдается на фазовой плоскости, а именно: для 
параметра λ = 0,35 с ростом амплитуды A последо-
вательно происходят бифуркации удвоения перио
дов [7], переходящие при A = 6,7 в хаотический ре-
жим, или детерминированный хаос [8, 9]. На оси 
значений параметра A имеются аттракторы — ин-
тервалы устойчивого колебания, которые иногда 
могут перекрываться, что указывает на возмож-
ность генерации внешним гармоническим воздей-
ствием в этих областях как регулярных колебаний, 
так и хаотических режимов. 

Таким образом, выполнение четвертого задания 
знакомит студента с современными научно-иссле-
довательскими проблемами, связанными с теори-
ей странных аттракторов и фрактальных структур.

Линейные динамические системы 
с T-периодическими коэффициентами

В пятом задании исследуется неавтономная ли-
нейная ДС (1) с  T-периодическими коэффициен-
тами — функциями времени, для которой начало 
координат является единственной стационарной 
точкой. Опираясь на теорию Флоке [10], имеющую 

большое прикладное значение [11, 12], численно 
находится матрица монодромии

	

1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )
x T x T

M
y T y T

� �
� � �
� �

в результате интегрирования ДС в среде WInSet на 
одном общем периоде T для двух начальных условий 
{x1(0) = 1, y1(0) = 0} и {x2(0) = 0, y2(0) = 1}. После это-
го находятся собственные числа матрицы монодро-
мии и по величине их модуля определяется устойчи-
вость или неустойчивость стационарной точки (0,0), 
а именно: если |λ1| < 1 и |λ2| < 1, тогда начало коор-
динат является устойчивым положением равнове-
сия, иначе — нет. Работа завершается построением 
фазового портрета ДС для 15–20 периодов, экспери-
ментально подтверждая аналитический результат по 
анализу динамики неавтономной системы.

Заключение
Материал статьи носит научно-методический ха-

рактер и  может использоваться не только в  дисци-
плине «Моделирование систем». Задания являются 
комплексными и  включают элементы качественной 
теории ОДУ и теории бифуркаций, слабо отраженные 
в современных учебных программах. Статья пресле-
дует цель побудить студентов к получению фундамен-
тальных знаний через компьютерное моделирование, 
поскольку именно наглядные образы часто являются 
стимулом к познанию нового. Сегодня необходимо 
учить не рецептам решения задач, а их исследованию.

Рис. 4. Фазовые портреты ДС (3) при p < 0 (cлева) и при p > 0 (справа)
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Abstract. The study of dynamical systems on the phase plane is one of the common methods of oscillation 
theory and is widely used in engineering and scientific practice. Purpose: to combine the elements of analyti-
cal research with computer modeling. Results: computational and graphical work on the discipline “Systems 
Modeling” is proposed and discussed, which is taught in a number of universities in the country. Practical 
significance: the study of dynamic systems contributes to the development of intelligence, creativity and the 
formation of professional competencies, which increases the motivation for research activities of the active part 
of students.

Keywords: dynamic system on a plane, phase portraits, analytically-numerical study
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