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Аннотация
Цель: Объекты транспортной инфраструктуры включают в себя многочисленные технические устрой-
ства, содержащие излучающую плазму. К их числу относятся источники видимого и спектрального из-
лучения, коммутационные аппараты на тяговых подстанциях, высокотемпературные теплообменники 
и камеры сгорания. При экспериментальном исследовании таких устройств проводят измерения мощ-
ности и спектрального состава излучения, испускаемого плазмой. Для этого, как правило, используют 
фотодиоды небольших размеров, устанавливаемые на некотором расстоянии от плазменного образо-
вания. Цель настоящей работы состоит в установлении связи между мощностью излучения плазмы и 
величиной потока излучения, падающего на рабочую поверхность фотодиода. Методы: Для решения 
поставленной задачи в работе используется метод прямого интегрирования уравнения переноса излу-
чения в предположении однородной структуры плазмы, но в отсутствии предположения о наличии ло-
кального термодинамического равновесия. Рассматриваются случаи отражающих и поглощающих по-
верхностей, ограничивающих плазму. Результаты: Найдены явные выражения для потока излучения, 
выходящего с поверхности плазменного образования, и потока, падающего на поверхность фотодиода. 
Численно исследована зависимость отношения величин этих потоков излучения от геометрических 
размеров и оптической толщины плазмы. Для случая отражающих поверхностей, ограничивающих 
плазму, найдено простое асимптотическое выражение для величины отношения потоков и определена 
область его применимости. Практическая значимость: Соотношения, устанавливающие связь между 
мощностью излучения плазмы и величиной мощности потока излучения, падающего на рабочую по-
верхность фотодиода, позволяют решить основную задачу экспериментального исследования плаз-
менных образований — восстановления характеристик плазмы по результатам измерения фототока. 
Результаты, полученные в работе, могут быть использованы при экспериментальном исследовании тех-
нических устройств, содержащих излучающую плазму.

Ключевые слова: Измерение потока излучения, излучающая плазма, уравнение переноса излучения.
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Введение
Развитие объектов транспортной инфраструк-

туры требует решения большого числа техниче-
ских задач. Одной из них является задача обеспе-
чения надежной работы технических устройств, 
содержащих излучающую плазму. К таким 
устройствам относятся газоразрядные источники 
интенсивного видимого и селективного излу-
чения, используемые для освещения объектов 
железнодорожной инфраструктуры, для обез-
зараживания воды в системах водоснабжения, 
для отвердевания строительных смесей в транс-
портном и гражданском строительстве и других 
целей. Излучающая плазма используется в высо-
котемпературных теплообменниках и камерах 
сгорания. Интенсивно излучающие дуги возни-
кают в сильноточных электрических цепях: кон-
тактной сети электрифицированных железных 
дорог, в выключателях высокого напряжения, в 
коммутационных аппаратах на тяговых подстан-
циях и других устройствах [1–4]. В соответствии 
с широким применением технических устройств, 
включающих в себя излучающую плазму, ведется 
непрерывная работа по исследованию возмож-
ности улучшения их характеристик [5–7]. Цен-
тральное место в этих исследованиях занимает 
экспериментальное изучение. Плазменные обра-
зования всегда излучают в окружающее про-
странство значительную часть вложенной в них 
энергии. Измерения интенсивности и спектраль-
ного состава этого излучения позволяют получать 
разнообразную информацию о процессах, про-
текающих в технических устройствах. Для изме-
рения мощности и спектра излучаемых плазмой 
электромагнитных волн используются фотодетек-
торы [8, 9]. Основной проблемой здесь является 
установление связи между энергией, поглощае-
мой фотодиодом, и энергией, излучаемой плаз-
менным образованием. Сложность решения этой 
задачи связана с тем, что плазменный источник 

излучения является протяженным и объемным, 
имеет конечную оптическую толщину и, кроме 
того, ограничен поверхностью, которая может 
быть отражающей или поглощающей. Цель насто-
ящей работы состоит в том, чтобы установить 
связь между мощностью излучения плазменного 
образования в техническом устройстве и мощно-
стью излучения, поглощаемого фотодиодом. 

Решение уравнения переноса излучения 
В работе рассматривается характерная для тех-

нических устройств цилиндрическая геометрия 
плазменного образования. Кроме того, поскольку 
в целом ряде случаев [9] свечение плазмы явля-
ется однородным по объему, то поставленная 
задача решается в рамках модели однородной 
плазмы. Геометрия задачи изображена на рис. 1. 
Ось Z совмещена с осью плазменного цилиндра 
радиуса R, основания которого имеют коорди-
наты z = –h/2 и z = h/2. Фотодиод с небольшой 
по площади поверхностью Sd располагается пер-
пендикулярно радиусу плазменного цилиндра 
на расстоянии L от его оси. При этом фотодиод 
расположен напротив плазменного образования 
так, что координата zd его геометрического цен-
тра находится в пределах –h/2 ≤ zd ≤ h/2. Размеры 
рабочей поверхности фотодиода обычно малы по 
сравнению с размерами излучающей плазмы. По 
этой причине поверхность Sd фотодиода можно 
считать освещенной равномерно. Мощность Pd 
потока излучения, падающего на фотодиод, зада-
ется в этом случае соотношением [10]:

 ( ) ( ) ( )
d

d d S
P S n I dλ

∆Ω

λ = Ω⋅ Ω Ω∫
� �� ,  (1)

где  Iλ — спектральная интенсивность излучения, 
падающего на поверхность фотодиода;  
ΔΩ — телесный угол, в пределах которого 
фотоны достигают поверхности фотодиода. 
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Отметим, что полярный и азимутальный 
углы θd и ψd вектора Ω, задающего направле-
ние полета фотона на поверхности фотодиода 
Sd, связаны с углами θ и ψ этого же вектора на 
поверхности Spl плазменного цилиндра (см. 
рис. 1) соотношениями: 

Lsinθd = Rsinθ и ψd = ψ.  (2) 

Как видно из рис. 1, телесный угол ΔΩ опреде-
ляется возможными значениями азимутального 
и полярного углов θd и ψ: –θd max ≤ θd ≤ θd max и  
ψmin ≤ ψ ≤ ψmax. Предельные значения углов зада-
ются при этом соотношениями (см. рис. 1):

maxsin /d R Lθ = ,  (3)

min
0,5tg

cos cos
d

d

h z
L R

+ψ = −
θ θ∓

, (4)

max
0,5tg

cos cos
d

d

h z
L R

−ψ =
θ θ∓

.  (5)

Здесь верхний знак в знаменателе соответ-
ствует случаю, когда поверхности, ограничива-
ющие плазму сверху и снизу, являются отража-
ющими (коэффициент отражения α = 1), то есть 
когда фотоны могут прилетать на поверхность 
фотодиода Sd из любой точки на боковой поверх-
ности плазмы Spl. Нижний знак соответствует 
случаю поглощающих поверхностей, ограничи-
вающих плазму (коэффициент отражения α = 0). 
При этом основной вклад в поток излучения на 
диод вносят только те лучи, которые выходят из 

Рис. 1. Геометрия плазменного столба:  
Ω — вектор единичной длины в направлении полета фотона; er — вектор единичной длины  

в радиальном направлении; n — нормаль к поверхности фотодиода
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точек на боковой поверхности цилиндра, проти-
воположной от диода. 

Для определения спектральной интенсивно-
сти Iλ в работе используется стационарное урав-
нение переноса излучения в однородной плазме 
[11, 12]:

( , , ) ( , , )I r z u k I r zλ λ λ λ′Ω∇ Ω = − Ω
� � �

,  (6)

где  uλ — спектральная испускательная способ-
ность единицы объема плазмы в единичный 
телесный угол;  
r — радиальная переменная;  
k′λ — коэффициент поглощения плазмы с учетом 
поправки на вынужденное излучение [13, 14]. 

Отметим здесь, что поглощением и излуче-
нием среды, окружающей плазменный объем, 
можно пренебречь. В этом случае, как сле-
дует из (6), величина спектральной интенсив-
ности Iλ во внешней среде остается постоян-
ной вдоль каждого направления: Iλ(Ω) = const. 
Соответственно, задача определения мощности 
излучения, падающего на фотодиод, сводится 
к определению спектральной интенсивности 
излучения Iλ, выходящего с поверхности плаз-
менного образования. 

Для определения Iλ на поверхности плазмы в 
ра боте решается уравнение переноса излучения (6). 
При постановке граничных условий на боковой 
поверхности Spl плазменного цилиндра счита-
ется, что излучение не входит в плазму через ее 
боковую поверхность: Iλ(Ω)|Spl = 0 при Ω · er < 0. 
При постановке граничных условий на верхней 
и нижней поверхностях, ограничивающих плаз-
менный столб, рассматриваются два случая: слу-
чай полностью отражающих (α = 1) и полностью 
поглощающих (α = 0) поверхностей. В этих усло-
виях решение (6) имеет вид:

( , , )( , , ) 1 exp
cosplS

u k L zI z
k

λ λ
λ

λ

 ′ θ ψ θ ψ = − −  ′ ψ  
,  (7)

где  L(z, θ, ψ) = 2Rcosθ для α = 1. Для α = 0  
L(z, θ, ψ) = 2Rcosθ при –ψ1 < ψ < ψ2, L(z, θ, ψ) = 
= (0,5h + z)ctg |ψ| при –π/2 < ψ < −ψ1 , L(z, θ, ψ) = 
= (0,5h − z)ctg |ψ| при ψ2 < ψ < π/2. Здесь tgψ1 = 
= −(0,5h + z)/2Rcosθ и tgψ2 = (0,5h − z)/2Rcosθ, 

0,5 0,5h z h− ≤ ≤ .

Вывод основных соотношений
Расчетную формулу для мощности Pd потока 

излучения, падающего на фотодиод, получим, 
подставляя в исходное выражение (1) решение 
уравнения переноса излучения (7): 

 
 

max max

min

2

0

( ) 2 cos cos

( , , )1 exp .
cos

d

d d d d
uP S d d
k

k L z

θ ψ
λ

λ ψ

λ

λ = θ θ ψ ψ ×
′

 ′ θ ψ × − −  ψ  

∫ ∫

 (8)

Как видно из (4) и (5), пределы интегрирова-
ния в (8) имеют величину порядка ψmin ~ ψmax ~ h/L.  
При дальнейшем рассмотрении учтем, что в экс-
периментах обычно располагают фотодиод на 
расстоянии существенно большем, чем размеры 
плазменного образования, т. е. что h/L << 1. По 
этой причине во внутреннем интеграле в (8) с 
точностью до членов порядка (h/L)2, можно поло-
жить cosψ ≈ 1. Тогда, переходя с помощью (2) 
к интегрированию по переменной θ, получаем:

2( )
4

d
d pl

S uP S f
L k

λ
λ

λ

λ = π
′π

.  (9)

Здесь 

[ ]

( )

/2
1 2 1

0

1/22 2

4 (1 ) cos 1 exp( cos )

1 sin cos ,

Df b d

b b

π
− −

λ = π − θ θ − −τ θ ×

 × − θ ± θ  

∫

где  τD = 2Rk’λ — оптическая толщина плаз-
менного столба;  
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b = R/L. Знак «±» в последнем выражении 
по-прежнему означает два случая гранич-
ных условий: знак «+» соответствует слу-
чаю α = 1, а знак «−» — случаю α = 0.

Теперь найдем мощность потерь энергии на 
излучение Ppl через боковую поверхность плаз-
менного столба Spl. Величина Ppl выражается 
через спектральную интенсивность излучения на 
этой поверхности:

(2 )

( ) ( ) ( , ) .
pl

pl

pl r S
S

P dS e I z dλ
π

λ = Ω⋅ Ω Ω∫ ∫
� ��

Используя здесь для величины Iλ выраже-
ние (7), получаем: 

Spl pl
uP S
k

λ
λ

λ

= π ε
′

,  (10)

где Spl = 2πRh — площадь излучающей поверхно-
сти плазмы. Величина ελ имеет смысл спектраль-
ной степени черноты и для случая отражающих 
поверхностей, ограничивающих плазму (α = 1), 
имеет вид

/2 /2
2

0 0

4( ) 1 cos cos exp

cos ,
cos

D

D

d d
π π

λε τ = − θ θ ψ ψ ×
π

 τ θ× − ψ 

∫ ∫

    (11)

а для поглощающей поверхности (α = 0):

( )

1 /2 /2
2

0 0 /2

2( , ) cos cos

1 exp ( , , ) .

D

D

dx d d

g x

π π

λ
−π

ε τ δ = θ θ ψ ψ ×
π

× − −τ θ ψ  

∫ ∫ ∫   
 (12)

Здесь δ = h/4R, x = z/(0,5h), g = δ(1 + x)/sin(|ψ|) 
при –π/2 < ψ < −ψ1 , g = cosθ/cosψ при –ψ1 < ψ < ψ2 
и g = δ(1 − x)/sinψ при ψ2 < ψ < π/2. 

Связь между мощностью Ppl, излученной плаз-
менным образованием, и мощностью Pd, погло-
щаемой фотодиодом, задается соотношением:

2 ( , / , )
4

d d
D

pl

P S R L
P L

= γ τ δ
π

 , (13)

где γ = fλ/ελ — безразмерная функция, зависящая 
от оптической толщины τD и геометрических па-
раметров R/L и δ = h/4R. 

Теперь отметим, что в экспериментах по иссле-
дованию излучения плазменных образований 
фотодетекторы располагают, как правило, на зна-
чительных расстояниях от плазмы. Сама плазма, 
имея небольшие размеры, в большинстве случаев 
является оптически прозрачной. Это позволяет, 
используя малость величин R/L и τD, разложить 
подынтегральные функции в (11) и (12) в ряды по 
этим параметрам. Соответствующие интегралы 
вычисляются и в случае α = 1 приводят к явному 
выражению для γ: 

( )
2

0 1 2
21 2 / 3 0,125 ( ln )

D D

D D D

c c c
a

− τ + τγ =
− τ + τ − τ

. (14)

Здесь c0 = 1 + 8b/3π + 7b2/8, c1 = 4(1 + 9πb/32 + 
+ 0,9b2), c2 = 0,125(1 + 128b/45 + 11b2/12), а = 1,25 + 
+ 2ln2 – CE = 2,059079, CE = 0,5772157 — посто-
янная Эйлера. Отметим, что при выводе выраже-
ния (13) пренебрегалось членами порядка (h/L)2, 
а при записи (14), кроме того, опущены величи-
ны порядка (R/L)4 и (τD)3. 

Результаты вычислений и обсуждение
Приступая к обсуждению результатов, прежде 

всего отметим, что величина Sd / 4πL2 в (13) пред-
ставляет из себя зависимость отношения Pd / Ppl 
от расстояния L для простейшего случая точеч-
ного изотропного источника. Соответственно, 
величина γ в (13) характеризует отличие этой 
зависимости от простейшего случая, обуслов-
ленное конечностью геометрических размеров 
и оптической толщины плазмы, а также свой-
ствами поверхностей, ограничивающих плазму. 
На рис. 2 приведены результаты расчета зави-
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симости величины γ = fλ / ελ от геометрического 
параметра R/L для случаев, когда поверхности, 
ограничивающие плазменный цилиндр сверху и 
снизу, являются отражающими (рис. 2, а, α = 1) и 
поглощающими (рис. 2, б, α = 0, h = R). Хорошо 
видно, что величина γ слабо зависит от оптиче-
ской толщины столба плазмы τD: при изменении 
τD в 25 раз (от 0,1 до 2,5) γ меняется в пределах 
20 %. Также отметим здесь, что характер зави-
симости от расстояния L для случаев α = 0 и  
α = 1 существенно отличается. По мере удале-
ния фотодиода от излучающей плазмы, при  
α = 1 (отражающие основания плазменного 
цилиндра) отношение Pd / Ppl стремится к значе-
нию, соответствующему точечному источнику. 
При α = 0 (поглощающие основания), наоборот, 
при удалении от плазменного излучателя вели-
чина Pd / Ppl все более отличается от значения для 
точечного источника.

Заключение
В настоящей работе рассмотрена задача, воз-

никающая при измерении потерь энергии на излу-
чение в технических устройствах, содержащих 
излучающую плазму. Решено уравнение пере-
носа излучения в условиях, характерных для экс-
периментального исследования излучательных 

свойств плазмы. Получены соотношения, уста-
навливающие связь между мощностью излучения 
плазмы и величиной мощности потока излучения, 
падающего на рабочую поверхность фотодиода. 
Выполнены расчеты зависимости отношения этих 
мощностей от геометрических размеров плазмен-
ного образования и его оптической толщины. Для 
случая отражающих поверхностей, ограничиваю-
щих плазму, получена простая асимптотическая 
формула. Результаты, полученные в работе, могут 
быть использованы при экспериментальном 
исследовании технических устройств, содержа-
щих излучающую плазму.
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Summary
Purpose: Transport infrastructure objects comprise numerous technical devices containing radiating plasma. 
They include visible and spectral radiation sources, switching devices at traction substations, high-temperature 
heat exchangers and combustion chambers. During experimental study of such devices, the measurements of 
power and spectral composition of radiation emitted by plasma are carried out. For this, as a rule, photodiodes 
of small sizes are used, installed at a certain distance from plasma formation. The purpose of the present work 
is to establish relationship between plasma emission power and radiation flux amount incident on photodiode 
working surface. Methods: To solve the set task, the method of direct integration of radiation transfer equation
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in homogeneous plasma structure assumption, but in the absence of local thermodynamic equilibrium presence 
assumption, is used. The cases of reflecting and absorbing surfaces, limiting a plasma, are considered. Results: 
Explicit expressions are found for radiation flux which exits plasma formation surface and for flux incident on 
photodiode surface. The dependence for the ratio of the values of these radiation fluxes to plasma geometric 
sizes and optical thickness is numerically studied. For the case of reflecting surfaces that bound plasma, 
simple asymptotic expression is found for ratio value for the fluxes and applicability field of the expression is 
determined. Practical significance: The ratios, which establish relationship between plasma radiation power 
and power value for radiation flux incident on photodiode working surface, make it possible to solve the main 
task of the experimental study of plasma formations — the restoration of plasma characteristics according to 
photocurrent measurement results. Obtained in the work results can be used at experimental study of technical 
devices containing emitting plasma.

Keywords: Measurement of radiation flux, radiating plasma, radiative transfer equation.


